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Revision de sistemas en el formalismo Lagrangiano

Dr. Cliffor Benjamin Compean Jasso'”

Resumen
Este trabajo presenta algunos sistemas explicados bajo el principio de minima accion. Se da el
Lagrangiano del cual se forma modelos matematicos para diferentes areas del conocimiento.
Bajo este formalismo se puede obtener las ecuaciones de Maxwell de la teoria electromagnética
hasta el comportamiento de sistemas dinamicos.
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Abstract
This work show some system explained by the least action principle. From different areas some
mathematical models are explained by a Lagrangian function. Via this model, it is possible
obtain from the Maxwell equations in electromagnetic theory to behaviour of dynamical systems.

Key Words: Least action principle, conservations law, control

5. Introduccion
Transcurria el afio de 1915. En el Imperio Germanico existia una atmosfera bélica, unos
meses antes habia empezado la gran guerra. La universidad de Gottingen tenia por primera vez
en su historia a una mujer dando catedra, Amalie Emmy Noether. Fue invitada y defendida por
dos de los personajes mas influyentes del campus y del mundo cientifico moderno, David Hilbert

y Felix Klein. Esta dama ingres6 sin pago ni posicion oficial a pesar de una campafa sexista en
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su contra. En ese mismo afio Noether, la matematica, realizé un trabajo que cambi6 la forma de

ver el mundo de la fisica. El descubrimiento de Noether, publicado en 1918 (Noether, 1918),

presentan dos teoremas, simplificados en los siguientes enunciados

L Si un sistema basado en una accion minima, I, invariante a un grupo Gy (invariante ante
k simetrias continuas independientes), entonces tiene un numero k de expresiones que
se conservan. Esto implica la invariancia de I bajo el grupo Gj,.

1I. Si la accion minima, I, es invariante del grupo G (grupo infinito) e involucra
funciones arbitrarias y sus derivadas, entonces existen k identidades que relaciona las

funciones y sus derivadas, obtenidas bajo el principio de minima accion.

Estos dos teoremas representan, desde un punto de vista matematico, una forma de visualizar
la naturaleza mediante un conjunto de leyes obtenidas mediante el andlisis de las simetrias que

estan presentes.

Los fisicos implementaron los teoremas a su estudio con excelentes resultados. Ambos
teoremas tiene interpretaciones que permiten reproducir y expandir teorias y modelos. Desde un

punto de vista fisico, los teoremas tienen la siguiente interpretacion (Kosmann-Schwarzbach,

2010)

L. El primer teorema permite la generalizaciéon de muchas leyes de conservacion y explica
porque no cambian estas leyes mientras que evoluciona el sistema.

II. El segundo teorema relaciona las simetrias descritas por un numero dados de funciones

arbitrarias (campos) mediante un sistema de ecuaciones diferenciales. Aplicable a

sistemas donde se analiza la accion de un campo.
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La idea presentada por Noether junto con sus trabajos posteriores fue tal que es considerada
por personajes como Albert Einstein y David Hilbert como la mujer méas importante en la

historia de las matematicas.

Para comprender el concepto y la importancia de estos teoremas, es necesario comprender el
principio de minima accién y la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana (Landau & Lifshitz,

1994). La cual, junto con sus aplicaciones, es el enfoque de este trabajo.

Este articulo empieza introduciendo, en la seccidon 2, el principio de minima accién y la
descripcion Lagrangiana, asi como los elementos bdsicos para la descripcion de restricciones.
Posteriormente en la seccion 3, se hace referencia a la formulacion Lagrangiana de diferentes
areas de la fisica. Después, se presentaran en la seccion 4 algunos casos de la formulacién de
minima accién para dreas diferentes a la fisica. Para completar el estudio se presenta el
tratamiento para sistemas dispersivos en la seccién 5. Para finalizar se presentan las

conclusiones.

6. Principio de minima accién y el formalismo Lagrangiano
a. Principio de minima accion
El principio de minima accidén es un mecanismo que ha sido estudiado ampliamente desde el
siglo XVII. D'Alembert habia generalizado las leyes de Newton en 1743 utilizando la idea,
mientras que Femat habia aplicado el principio casi un siglo antes en la optica. El concepto de

accion se atribuye a Pierre-Louis Moreau de Maupertuis que menciona en 1744 que “La
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naturaleza es economica en todas sus acciones”. Euler y Leibniz, desarrollaron esta idea

incluyendo el célculo de variaciones.

El formalismo del principio de minima accion (Landau & Lifshitz, 1994) inicia con una
accion, I, que describe un fenémeno el cual es una funcion escalar. Si el fendmeno evoluciona

(siendo 7 la variable de evolucion) desde 7, hasta 75, entonces la accion del proceso se puede

describir como una integral, I, tal que

Tf

1=siy = [ v, @)
T

0
donde L es una funcién llamada Lagrangiano y definida como

ds

L=—.
dt

3)

No se debe confundir la accion, I, con la funcién de accién, S. El principio de minima accion

se refiere a minimizar la integral I, la cual no necesariamente significa minimizar S.

Como primer caso se considera que el Lagrangiano es una funcién de tanto de 7, como de x y
su derivada, X = dx/drt, es decir, L = L(t,x,x). Sin embargo, en una grafica de x(7) la
trayectoria que describe la accion escogida por la naturaleza (descrita en la ecuacion (1)) no es la
unica posible. Esto debido a que x y x pueden ser arbitrarias como se muestra en la figura 1.
Distingamos la trayectoria que minimiza la integral, I, (linea gruesa) de todas las posibles

trayectorias (lineas punteadas).
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Figura 9. Representacion esquemadtica de las posibles trayectorias para una accion. La linea solida representa la trayectoria
que minimiza I (ecuacion (1)) mientras que las lineas punteadas representan otras posibles trayectorias, donde la §x es la

diferencia entre las trayectorias respectivas.

Si este sistema describe un fendmeno real, entonces debe de ser tal que la variacion de I, entre

la accion natural y la accion que minimiza I debe ser 0, es decir

if
51=6 f Ldt)=0. (4)
T

0

Las posible diferencias pueden causarse por pequefas variaciones no cero de x* = x + 6x y
x* = % + 6x. Estas variaciones afectan de manera directa al Lagrangiano, L, el cual depende de

x y x. Al realizar el calculo de variaciones (Landau & Lifshitz, 1994) se obtiene que, para que se

cumpla la ecuacion (3) es necesario que el Lagrangiano cumpla con la expresion

oL d /0L —o )
ox dr<65c>_ ’

conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange. La ecuacion (4) es basica no solamente en la
fisica, sino en diferentes areas del conocimiento, ya que si se puede representar un problema que
se represente como una integral definida que se quiera minimizar, se idientifica el Lagrangiano,

el cual permitira obtener su comportamiento del sistema al resolver la ecuacion (4).
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Junto con el formalismo Lagrangiano, se puede definir una funcién conocida Hamiltoniana,
H = H(t,x,p), como

as
=px—L=— 6
H=px—-1L 37’ (6)

donde p representa los momentos generalizados y esta definido como

oL

P=37 (7)

Si bien se describe el mismo sistema, se reduce a un par de ecuaciones diferenciales de primer

orden,
0H
.__of ]
p o )
. _OH 9
x—ap. ©)

Ambos formalismos son equivalentes. Pero, en algunos casos es posible encontrar inmediata
integrales en las ecuaciones (7) y (8). Estos casos surgen cuando el Hamiltoniano, H, no depende
del tiempo de manera explicita. En esas situaciones, al derivar con respecto a T y mediante las

ecuaciones (7) y (8) se obtiene

dH 9H  0H

E—xa+p%=—xp+px=0,

lo cual implica que el Hamiltoniano es una constante,

H = H(x,p) = Constante . (10)

Se ha presentado el principio de minima accion para sistemas donde el fenémeno a describir

depende de una funcién que representa la evolucion, 7, y una variable arbitraria y sus derivadas,
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x y x. Este modelo se puede extender a sistemas mas elaborados. Para sistemas donde se tiene n
funciones arbitraria (x4, X5, ..., X;,) y sus respectivas derivadas (x4, X5, ..., X, ). Bajo esta situacion,
el formalismo Lagrangiano sigue empleando la definicion dada en las ecuaciones (1), (2) y (3),

sin embargo, la ecuacion (4) se cambia por un conjunto de ecuaciones dadas por

oL d<aL>_0 "
dx; dr\ox;) ' (D

donde i = 1,2, ..., n. Es decir se obtiene una ecuacion de Euler-Lagrange por cada funcion.

Para el conjunto de elementos que describen el formalismo Hamiltoniano, la descripcion del

sistema se simplifica en las siguientes ecuaciones

_ 0oL 1
pi - axi’ ( )
< as

H:Zpixl—L:E, (13)
i=1
. oH (14)
b= _a_xi’
L _oH (1)
L op;

donde i = 1,2, ...,n. Para el caso en el que H no depende explicitamente de la variable
implica que H = H(x;,p;) es una constante. Ademas, el principio de minima acciéon se puede
generalizar a casos donde la dependencia también involucra derivadas de orden superior. Sin

embargo, no se presentara en este trabajo.

Retomando el descubrimiento de Noether. El primer teorema se refiere a este principio. Los

elementos vistos en este resumen han sido aplicados a la fisica. En especifico, las leyes que se
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aplican en la mecéanica de particulas (mecanica Newtoniana, relatividad especial, etc.) se
describen mediante este principio como es mencionado por Noether. De manera semejante,

Optica geométrica utiliza este principio, trabajo realizado por Femat.

El segundo teorema maneja el principio de minima accion, con la diferencia que se presentan
mas de una variable de evolucion. Para ello se necesita el concepto de campo, el cual se resume a

continuacion.

b. Campos
En el estudio de la naturaleza, se pueden distinguir dos tipos de elementos que describen a los

sistemas, estos son los campos y las particulas.

Las particulas se refieren entidades localizadas (restringidas en el espacio) que perdura en el
tiempo, a la que se le puede atribuir un movimiento definido. La descripcion de sistemas de

particulas se puede describir mediante el principio de minima accion resumido en la seccidn 6.a.

Los campos fisicos se refieren a entidades o cantidades que se distribuyen en el espacio y se
describen mediante una funcién del espacio tiempo. Originalmente se utilizd para describir
acciones a distancias (campos electromagnéticos y gravitacionales) y se ha extendido para

describir otras entidades como variaciones de temperatura, tensiones ondas, etc.

La descripcion se hace para cualquier tipo de variable. Sin embargo, para simplificar la

explicacion se presentaran el caso donde 7 es el tiempo.



Revisidn de sistemas 49

Los campos, a diferencia de las particulas, se distribuyen en todo el espacio. Existen de
diferentes naturaleza matematica como
1) Campos escalares. A cada punto del espacio se le asocia un escalar. Temperatura,
presion, densidad y potencial escalar son ejemplos de ello.
2) Campos vectoriales. A cada punto del espacio se le asocia un vector. Ejemplo de
ellos son los campos eléctrico y magnético, campo gravitacional, potencial vectorial.
3) Campos tensoriales. Una funcion tensorial definida en el espacio-tiempo. El
esfuerzo y la deformacion en so6lidos ejemplifican los campos tensoriales.
4) Campos espinoriales. Funciones de espinores que dependen del espacio-tiempo.

La descripcion cuantica relativista es mediante espinores.

Podemos considerar la densidad de 1a funcién de accidon como
S = f Sdx™ (16)

y de manera semejante la densidad Lagrangiana como

L= f!:dx", (17)
donde
das
_ 18
£ dt (18)

En este sentido la posicion y el tiempo se convierten en variables que describen la evolucion
de mi sistema. Las densidades dependen de otros campos, ¢; = ¢;(t,X), donde j es el
identificador. La densidad de la funcidon de accion depende del espacio tiempo asi como de los
campos mencionados § = § (t, Xi, P j). La densidad Lagrangiana, ademads, dependera del campo

como de sus derivadas,
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L= L(t, xi, $j, 00, ai¢j) ’

9p; _ 99 _
donde 6_t] = ao¢, Y, a_xj = ald)]

Al aplicar el calculo variacional al principio de minima accidon las ecuaciones de Euler-

Lagrange son

) (2)-
.=Oaxi a(ai¢j) a¢j -

l

donde x, = t. Note que se obtiene un sistema de ecuaciones, una ecuacion por cada campo.

La descripcion basada en el Hamiltoniano se presenta de manera semejante a las ecuaciones.

(11)-(14). Sin embargo no se profundizara en este trabajo.

Esta seccion se refiere al estudio de campos. Refiriéndose a el segundo teorema de Noether.
Aplicable a sistemas donde se estudia el medio. Ejemplo de ello es el campo Electromagnético,

la gravitacion, distribucion de temperatura y presion, entre otros.

c. Restricciones

Las secciones previas se enfocaron en una descripcion del principio de minima accién. Sin
embargo, el comportamiento de un sistema cambiar si se introducen restricciones, como por
ejemplo, el confinamiento en una caja con ciertas caracteristicas o el movimiento en una
trayectoria bien definida. Estas restricciones se pueden incluir en el formalismo utilizando el

método de multiplicadores de Lagrange.
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Suponga que se tiene un sistema descrito por un Lagrangiano L (£ en caso de campos). Si se
desea incluir un conjunto de restricciones con respecto a las coordenadas (o campos en su caso) y

estas se pueden representar como una funcion igualada a 0, es decir

fi=fi(t %) =0.

Se propone un nuevo Lagrangiano L' (£ para campos) que incluird tanto a L como a las

. 3
restricciones” como

L’=L+ZAifi,
i

donde A; son nuevos parametros a definir. La forma de los pardmetros se obtendra al momento

de resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange utilizando el nuevo Lagrangiano.

Teniendo los elementos necesarios para la descripcion del sistema se presentan algunos
ejemplos.
7. Sistemas fisicos
El objetivo de esta seccion es presentar algunos ejemplos fisicos donde se aplica la
descripcion Lagrangiana del sistema. No es posible presentar todos los sistemas de la literatura.

Sin embargo, se presentan algunos casos.

a. Particula clasica
Como primera aplicacion es el estudio de una particula. A diferencia de la forma tradicional
de proponer la accion, en este trabajo se propone iniciar con la definicion de la regla de la

cadena, donde el diferencial de la funcion de accion en el espacio-tiempo esta dado por

? Se propone L' = L + ¥, 4;f; para cuando se trabaja con campos.
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dS—ant+ . an 19

i=1

donde n es la dimensionalidad del espacio.

Si la variable de evolucion es el tiempo, T = t, el Lagrangiano se reduce a

das 95 . -
_B_05 s g 20
L 7 6t+x VS (20)

En este caso podemos considerar que
1) El cambio maximo de la acciéon con respecto a la posicion es proporcional al
momento generalizado, esto es

VS =k = k(mi + 4).

., ., : as
2) La variacion temporal es una funcién definida como Pl —¢.

Reescribiendo estas consideraciones con respecto a la accidon, se reescribe el Lagrangiano

como
L=—¢+ki p=—p+% 6+kmi?,

donde x = |5c’|2 = Y%,

Para obtener el valor de la constante se utiliza la ecuacion (11). Si se considera que las
funciones ¢ y A no dependen de la velocidad, entonces se obtiene que k = %, lo que reduce la

ecuacion anterior
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L:_¢+_x.ﬁ:—¢+—m)'cz+);c)-x‘i), (21)

Esta ultima ecuacion coincide con el Lagrangiano de una particula ante la presencia de un
potencial escalar y un potencial vectorial. La ecuacion descrita por este Lagrangiano es

equivalente a la fuerza de Lorentz,
mx = E' + XxB', (22)

donde, ¥ = d?%/dt? y

(23)

El Hamiltoniano del sistema se obtiene de ecuacion (12) la cual si ¢ y 6 son independientes

del tiempo se reduce a la energia
1 2 —
H:%Z(pi_‘qi) +V=E, (24)
l

. . 1 ,
la cual es una constante. En la ecuacién previa V = ¢ — %Az. Esta forma de la energia es la

mas usada en la literatura. En sistemas donde el potencial vectorial es cero, A = 0, el sistema se

reduce a

L=—¢+smi?, (25)
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Y la ecuacion de movimiento se simplifica a mx = —V¢. Esta descripcion es suficiente para
una descripcién de objetos macroscopicos a velocidades pequetias. En el siguiente ejemplo se

mostrara la construccion del Lagrangiano para una particula relativista.

b. Particula relativista
Un sistema relativista son aquellos donde uno de los elementos tiene una velocidad muy alta,

cercana a la velocidad de la luz (¢ = 3x108 m/s).

A diferencia de un sistema clasico, una particula relativista libre describe una trayectoria dada
por la relacion
n
ds? = c2dr? = c2de? — z dx?, (26)
i=1
donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Si bien se puede minimizar ds para obtener el
comportamiento de una particula libre, se buscard obtener la ecuacion que describe el
comportamiento de una particula en un campo electromagnético, descrito por los potenciales
eléctricos y magnéticos. Para ello se iniciara con ecuacion (15). Es importante mencionar que
una caracteristica de la relatividad especial es que sitlia al tiempo al mismo nivel que las
coordenadas espaciales dentro de un vector de la forma (ct, X) . El tiempo depende del marco de
referencia en el que se esté situado. Es por ello que es necesario introducir el tiempo propio, 7.

Este tiempo propio se relaciona con el tiempo mediante la relacion

1
dt = —dt,
14

donde
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Aplicado al Lagrangiano descrito en ecuacion (16) y considerando que el movimiento
depende del sistema inercial en el que se encuentra el sistema, se pueden introducir el
movimiento del sistema como

1) El cambio maximo de la acciéon con respecto a la posicion es proporcional al

momento generalizado, esto es VS = -p = —ymfc’ + 4.

La introduccién de y y del signo en el movimiento es una consecuencia de que se debe

reproducir la accion de particula libre como se menciona en ecuacion (21).

2) La variacion temporal cambia en el sentido que el tiempo también presenta

variacion con respecto al sistema inercial. Tal es asi que la derivada temporal se reduce a

= = 2 _
5, = yme ¢.

Por lo tanto, el Lagrangiano que describe a una particula relativista es

. 1 N
L=ym(c2—f-ﬁ)+¢=;mcz+5c’-A—¢ 27)

Al igual que el caso clasico se obtienen las ecuaciones de movimiento a resolver. Asi mismo
se puede formular la descripcion Hamiltoniana del sistema. Se han presentado dos ejemplos en

los que se trabaja con una particula.
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c. Campos electromagnéticos

Los sistemas mencionados anteriormente tienen una variable de evolucion. Para sistemas con
mas variables de evolucion es necesario trabajar con la densidad Lagrangiana, £. Un ejemplo de
ello el campo electromagnético. En la seccion a se describe el comportamiento de una particula
ante la presencia de un campo escalar y vectorial, el cual puede interpretarse como los

potenciales electromagnéticos. En esta seccion se estudiard el campo mismo.

Para el campo electromagnético la densidad Lagrangiana se reduce a

-

1 1 5
L:§<EOE2+#—BZ>—p¢+]'A, (28)

donde E y B se definen basada en ecuacion (21), p representa la densidad de carga eléctrica y J

la densidad de flujo de carga (corriente eléctrica) que pasa a través de un segmento de area.

En esta densidad Laplaciana se constituye por un elemento asociado a la densidad de energia

asociada a la radiacion (dado por %EOE 2 +§ Uy B?) y otra asociado al potencial escalar y

vectorial (definido por el término —p¢ + f . /T).

En esta densidad hay que mencionar que el Lagrangiano es una funcion de ¢ y de A=
(A, Ay, Ap).
L=L(tZ p A 00yp,004 0,,0,4),
donde x; = x,y, z definida por el vector de posicion X. Al aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange

con respecto a ¢ se obtiene
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2 a—) -
—p — €,V ¢)—aV-A=0,
(29)

—p + e(ﬁ "E=0,
que corresponde a la ley de Gauss para las cargas eléctricas. En el caso de A, se obtiene la ley de

Ampere

J+e5-——VxB=0. (30)

Las ley de Faraday y la ley de Gauss para campos magnético se obtienen como una

consecuencia de la definicion tanto de E como de B.

d. Solidos elasticos

En la descripcion de sélidos eldstico, es necesario introducir el concepto de deformacion.
Suponga que tiene un so6lido eléstico. El sélido se puede estudiar considerando un pequeio cubo
situado en el punto . El cubo tiene un volumen, que al presentarse una deformacion implica un
cambio de volumen definido por el cambio en las aristas. Este cambio se refiere al

desplazamiento, U = (uy, Uy, Uu3), de la forma original como se muestra en la Figura 10.

Figura 10. Representacion esquematica del desplazamiento de un cubo infinitesimal con respecto a la forma original.
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Las diferentes posiciones del cubo en el solido tienen desplazamientos diferentes. Ante ello se
puede estudiar el cambio del desplazamiento por posicion como la deformacion. Se sabe que la

deformacion es simétrica, por lo tanto la deformacion, €;;, se define como

JE)

. 1 aui n au] 31
Eij B 2 aX] aXi ' ( )
La densidad Lagrangiana de un s6lido elastico se reduce a

1 aui z
L= Chuegea+ ) (30(50) ~bu). (32)

ijkl i

donde p es la densidad del sdlido, b; la fuerza aplicada por unidad de masa y C;j; representan

las constantes elasticas del sistema. Al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange, el sistema se

reduce a

d aui +b n 6(7ij_0
dt p<6t> i ZW‘ ' (33)

J J

donde
dF,
o = z Cijri€r = EVN (34)
Kl J

y representa el esfuerzo definido como la fuerza por unidad de area aplicada en cada punto del
solido. La ecuacion que describe la dindmica de un sélido eléstico equivalente a la segunda ley

de Newton.

8. Otras 4reas del conocimiento
Como se ha visto, el principio de minima accidn es aplicable a otras areas de conocimiento

como economia o programacion. El principio es aplicable cuando se tiene un modelo dindmico al
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cual se desee maximizar o minimizar, independientemente del area de estudio. Un ejemplo de

ello se aplica en la economia pesquera.

En varias areas en economia se utiliza la teoria del control 6ptimo (Ortiz Olvera, 2011). En
1957, L. S. Pontryagin aplica el principio a problemas deterministicos de como asignar o

explotar recursos para la toma de decisiones.

Una ventaja de este modelo con respecto a otros es que es una técnica para modelar

problemas de optimizacion dindmica bajo algunas restricciones.

Un ejemplo de ello se aplica a la economia pesquera. Suponga que se desea maximizar los

beneficios netos de la pesqueria, I, en un determinado tiempo, dado por la expresion
tr
I = f (u—c(x))pedtde (35)
to

donde u es el precio unitario, x es la biomasa (cantidad de pescado en la region), c(x) es el costo
de extraccion unitario, p(t) es la taza de capturas de la biomasa dado en peso por unidad de
tiempo y e "%t es un factor de actualizacion dado por la tasa de descuento, &. Para este sistema,
la variable de estado es la biomasa, x, y la taza de captura, h. Hay que tomar en cuenta que para
este problema, la biomasa es una cantidad cambia con respecto al tiempo dependiendo de la tasa

de crecimiento natural de la biomasa, T(x), como

dx

i T(x) —p(t). (36)

El Lagrangiano, L = L(t, X, p, %P, 4, i), de este sistema se define como
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L=e"%(p—c)p+ATx) —p—%), (37)

donde A = A(t) es el multiplicador de Lagrange que se considera dependiente del tiempo.

Considerando el precio unitario como una constante, se obtienen las ecuaciones (junto con la

restriccion)
d
—5 D= —e %tpc’(x) + AT' (%),
(38)
0=e%(p—c(x) -1,
) de(x) ) dr(x) )
donde c'(x) = Y T’ (x) =—= El problema se reduce a resolver el sistema de tres
ecuaciones.

De esta manera se hace un modelo matematico fundamentado que permite hacer predicciones.

9. Conclusiones
El principio de minima accién es un método aplicable a diversas areas del conocimiento. Si
bien la idea de que la naturaleza minimizaba sus acciones se plantea en el siglo XVIII, Noether

lo generaliza a las diversas areas de la fisica.

Inclusive este principio se expande a diversas areas donde se desea maximizar o minimizar un

proceso para predecir sus resultados e inclusive controlarlo.
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